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ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ О 
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С НЕСПРЯМЛЯЕМОЙ ГРАНИЦЕЙ 1 
П.В. Лапухов П.В. 
Рассмотрим задачу о жестком штампе, действующем на упру­
гую полуплоскость у< О (см. (1]) . 
Пусть контур штампа, вдавленного в полуплоскость, опреде­
ляется уравнением у = f(x) при х ::; jaj. Предположим, что 
участки границы х > lal свободны от напряжений, и штамп вда­
влен силами, нормальными к его границе . Требуется определить 
поля напряжений в полуплоскости. 
Пусть <p(z), t/J(z) функции Гурса и пусть <p'(z) 
iq(x, у). Функция ф(z) определена равенством 
z<p'(z) + ф(z) = <p(z). 
р(х, у) + 
(1) 
Функция р(х,у) удовлетворяет сингулярному интегральному 
уравнению 
~ ja p(~)d~ = .3:J!:_ J'(t), 
1Г -а ~ - t Х + 1 (2) 
где µ, х - упругие постоянные полуплоскости у < О и t - любая 
точка отрезка (-а, а) (считаем, что p(t) =О при t fl. (-а , а)). 
Решение уравнения (2) имеет вид 
А 
p(t) = Po(t) + ~· а2 - t2 (3) 
где 
Po(t) = . 2µ ja J'(~)Ja2 -~2 d~. (4) 
1Г(Х + 1)../а2 - t 2 -а ~ - t 
Постоянпую А можно определить, если известен главный вектор 
Р усилий приложенных к штампу: 
р 1 ja А.= - - - Po(t)dt. 27Г 7Г -а (5) 
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Тогда 
ip'(z) = -~100 p(~,O)d~. 
иr _00 ~ - z 
(6) 
Рассмотрим случай, когда f(x) представляет собой функцию 
Вейерштрасса, то есть задается в виде суммы ряда 
00 
f(x) = L a(kn) cos(knx + <,?n), (7) 
n=O 
где lfJn - последовательность вещественных чисел, и a(kn) ~ k;;<>, 
kn ~ n, n ---> оо, а > О. Будем называть а порядком функции 
Вейерштрасса. 
Функция была предложена К. Вейерштрассом в качестве 
примера функции, не имеющей производной. Если а = D - 2, 
1 < D < 2 , то размерность Хаусдорфа-Безиковича графика 
f(x) равна D. Поскольку функция не имеет производной , пра­
вая часть уравнения (2) лишена смысла. Однако можно, выбрав 
полную ортонормированную в L2(-a, а) систему функций sm(t), 
t Е [-а, а), получить следующее представление: 
. 1 1а p(~)d~ оо 
F(t) = ; t-::- = L bmsm(t), -а <, t m=O (8) 
где 
(9) 
Интеграл в правой части (9) следует понимать как интеграл 
Римана-Стильтьеса так, как это сделано в (2). Графики функций 
Вейерштрасса Г 0 удовлетворяют условию Ф-спрямляемости с 
индексом спрямляемости Г 0 < 2, поэтому интегрирование явля­
ется допустимой операцией. В силу того, что интегральный опе­
ратор, предложенный в [2), не ограничен в обычной операторной 
норме, нельзя утверждать, что ряд (8) сходится. 
Рассмотрим следующую численную модель. В качестве пол­
ной системы ортонормированных функций sm(t) выберем систе­
му функций Шаудера, которые на отрезке [О, 1) определяются 
следующим образом: s0 (x) =О, s1(x) = х и 
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2k-2 2k-l для ~ < х < 2п+Т 
2k-l 2k для F-:i:r < х < F+т 
О для всех остальных х Е [О, 1]. 
Аппроксимацию интеграла Римана-Стильтьеса проведем по 
следующей схеме. Выберем разбиение т = {tj}}~~ интервала 
[-а,а] , такое что diam(т) = max{\tj -t;- 1 1 : j = 1, 2, ... n} < е , 
где е достаточно мало . Кроме этого , пусть множество { Wj }}~~ 
таково, что tj-t::::; Wj ::::; tj j = 1, 2, .. . n. Тогда интеграл аппрок­
симируем по формуле 
1-"а f(t)dg(t) ~ ~ f(wj )(g(t;) - g(tj-1)) , (10) 
здесь мы считаем что f(t), g(t) - непрерывные функции . 
Расчеты, проведенные в рамках предложенной модели, по­
казывают, что ряд (7) расходится. Поэтому следующим шагом 
может стать "ослабление" правой части (2), например , замена 
обычной производной на дробную. Для функции f(x), предста­
вленной тригонометрическим рядом вида 
00 
f(x) = l::Ckexp(akx), ( 11) 
k=D 
где Ck, ak - вещественные числа, дробная производная порядка 
О< р < 1 равна 
00 
DP f(x) = L Cka~exp(akx). (12) 
k=D 
Для функции Вейерштрасса (7), где а= D-2, 1 < D < 2, имеют 
смысл дробные производные порядка р < 2- D . Таким образом, 
если f(t) - функция Вейерштрасса порядка а= D-2, 1 < D < 2, 
то новая задача запишется в виде уравнения 
_!_!а p(~)d~ = _l:i!_DP f(t) , р < 2 - D. (13) 
7Г -а ~ - t Х + 1 
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Очевидно, что дробная производная порядка р функции Вейер­
штрасса f(t) порядка а, есть функция Вейерштрасса порядка 
а+р. Кроме того, функция Вейерштрасса f(t) порядка а являет­
ся гельдеровой функцией того же порядка, т. е f(t) Е Н0 ([-а, а]). 
По определению 
f(t) Е Hv([a, Ь]) <=> 
sир { l!(t') - f(t")I : t' t" Е [а Ь] t' .../.. t"} < оо . 
it'-t"lv ' ' ' т-
В силу этого свойства сингулярный интеграл в ( 4) имеет 
смысл. Для численного моделирования удобно представлять 
сингулярные интегралы в форме 
J
a !(0 = Ja /(0 - /(t) + Ja f(t) = 
-а ( - t -а ~ - t -а ~ - t 
= Ja !(0 - f(t) + f(t) ln(a - t) . 
-а ~ - t · l +а (14) 
При расчетах особую точку можно изолировать и аппроксими­
ровать интегралы стандартными методами. Численное решение 
получается эмпирически устойчивым . Это дает основания сде­
лать заключение о возможости применения уравнения (13) для 
моделирования реальных задач при значениях D близких к 1. 
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